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Abstract
El axio´n como resultado de una ruptura esponta´nea de la simetr´ıa PQ tiene profundas implica-
ciones cosmolo´gicas. Una de ellas son la aparicio´n de defectos topolo´gicos, como redes de cuerdas
y paredes de dominio, asociados a este tipo de transiciones de fase que tienen lugar en el Universo
temprano. Aunque pueden servir para explicar la abundancia de materia oscura y la formacio´n
de estructuras por inhomogeneidades, pueden suponer un desastre cosmolo´gico, en especial las
paredes de dominio. La evolucio´n de estas redes de defectos topolo´gicos se pueden simular y esta´
caracterizada por tiempos caracter´ısticos que se pueden estimar anal´ıticamente. La evolucio´n de
la red de cuerdas y paredes de domino, as´ı como su destino y desaparicio´n depende del nu´mero
de mı´nimos degenerados, NDW , que tenga el potencial QCD. Si NQCD > 1 se puede introducir
un te´rmino de bias que favorezca que el campo tienda a uno de los mı´nimos al cabo de un tiempo
caracter´ıstico, suponiendo una solucio´n al problema de las paredes de dominio.
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1. Introduccio´n
La f´ısica de part´ıculas ha proporcionado muchas respuestas a diversas preguntas en el a´mbito
de la cosmolog´ıa, o por lo menos ha establecido un marco desde donde abordar los problemas.
La cosmolog´ıa, a cambio, ha sido y sigue siendo clave para poner cotas a para´metros de las
teor´ıas de f´ısica de part´ıculas a partir de datos observacionales y ha restringido la validez de
algunas propuestas ma´s alla´ del modelo esta´ndar. Los avances de las u´ltimas de´cadas en estos
dos campos de la ciencia no ha hecho ma´s que estrechar su relacio´n, hasta el punto de que en la
actualidad es impensable que se haga algu´n progreso sin aprovechar esta sinergia o preocuparse
de las implicaciones que tendr´ıa en el otro.
Sin embargo, la f´ısica de part´ıculas no es la u´nica relacio´n de la cosmolog´ıa con otras disci-
plinas. Aunque pueda parecer sorprendente, la f´ısica de la materia condensada tambie´n nos ha
brindado herramientas para tratar algunos problemas del Universo temprano. En particular, la
aparicio´n de estructuras topolo´gicas como consecuencia de una transicio´n de fase cosmolo´gica no
es muy diferente a la formacio´n de dominios y estructuras en un material ferromagne´tico iso´tro-
po cuando se enfr´ıa por debajo de la temperatura de Curie: la magnetizacio´n adquiere un valor
no nulo pero su direccio´n es arbitraria, determinada por cualquier pequen˜o campo magne´tico
externo o, en su ausencia, por fluctuaciones te´rmicas aleatorias.
Uno podr´ıa temer a primera vista que todo lo relacionado con el momento en el que tienen
lugar las transiciones de fase y rupturas esponta´neas de simetr´ıas supone una audaz extrapolacio´n
de las teor´ıas en cuyos resultados confiamos. Sin embargo, si se asume el dogma de la libertad
asinto´tica evitando que haya demasiados fermiones, entonces a las temperaturas que se manejan
todas las interacciones son efectivamente de´biles, de forma que la teor´ıa perturbativa a bajo
orden es una buena gu´ıa. Adema´s, en este contexto no tenemos el problema del confinamiento
en QCD con energ´ıas alcanzables en laboratorio, pues a las densidades del universo temprano
los quarks se pueden separar lo suficiente como para formar entidades individuales.
La estructura de esta memoria es la siguiente: en la seccio´n 2 se hace un repaso del Universo
temprano, el contexto en el que tienen lugar las transiciones de fase que se van a tratar; la seccio´n
3 se centra en el estudio de los defectos topolo´gicos que aparecen en estas transiciones de fase,
destacando las paredes de dominio y las cuerdas co´smicas con modelos sencillos y razonando sus
implicaciones en cosmolog´ıa y astrof´ısica, aunque hay ma´s tipos de defectos, como monopolos
o defectos h´ıbridos ma´s exo´ticos en los que no se pondra´n tanta atencio´n de momento; en la
seccio´n 4 se introduce el axio´n como candidato a materia oscura y en la seccio´n 5 se tratan los
defectos topolo´gico asociados al campo del axio´n, estimando escalas de tiempo caracter´ısiticas
de su dina´mia acompan˜adas de resultados de simulaciones nume´ricas.
2. El Universo temprano
Hagamos un fugaz repaso de la historia del Universo y el estado de la Cosmolog´ıa esta´ndar.
El modelo hot Big Bang parte de la asuncio´n de que poco despue´s del tiempo de Planck (10−44s)
el Universo estaba en un estado de equilibrio te´rmico a una temperatura no muy inferior a la
temperatura que define la masa de Planck (1028eV). Por que´ las regiones que no estaban en
contacto causal estaban a la misma temperatura es un misterio, aunque propuestas como la
inflacio´n proporcionan explicaciones satisfactorias. Estudiar momentos anteriores al tiempo de
Planck esta´ fuera de nuestras posibilidades debido al dominio de efectos de gravedad cua´ntica,
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por lo que es un terreno en el que u´nicamente hay margen para la especulacio´n. No obstante, este
hecho no nos va a preocupar porque las transiciones que se van a estudiar esta´n lo suficientemente
alejadas, a temperaturas muy inferiores (∼ 1011GeV).
En todo momento se va a suponer que el espacio-tiempo esta´ descrito por la relatividad
general y que a escalas suficientemente grandes el Universo es iso´tropo y homoge´neo. Esta u´ltima
suposicio´n, confirmada por las observaciones del fondo co´smico de microondas (CMB), se conoce
como Principio Cosmolo´gico y es uno de los pilares de la cosmolog´ıa moderna. Una me´trica
compatible con esta hipo´tesis es la me´trica Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW),
definida como:
ds2 = dt2 −R2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2(dθ2 + sin θdϕ2)
]
, (1)
donde R(t) es el factor de escala del Universo y k = 0,±1 es el factor de curvatura. Utilizando
la ecuacio´n de campo de Einstein, que relaciona la curvatura del espacio-tiempo con el tensor
energ´ıa-momento, se llega a la ecuacio´n de Friedmann, que muestra la dependencia del ritmo de









+ Λ , (2)
donde ρ es la densidad de energ´ıa y Λ es la constante cosmolo´gica. El cociente que marca el ritmo
de expansio´n R˙/R = H recibe el nombre de para´metro de Hubble, rebautizado recientemente
como para´metro de Hubble-Lemaˆıtre para hacer ma´s justicia a su descubrimiento. De momento,
vamos a tomar que la constante cosmolo´gica no tiene un papel relevante en la expansio´n del
Universo en tiempos tan tempranos, aunque un estudio ma´s riguroso de su efecto en las transi-
ciones de fase y defectos topolo´gicos se puede encontrar en [Kibble, 1980]. Reescribir la ecuacio´n
(2) en forma de ecuacio´n de conservacio´n de la energ´ıa de una part´ıcula en la superficie de la










El para´metro k > 0 corresponde a una o´rbita cerrada, cuyo significado f´ısico es un Universo
cerrado que se expande y que finalmente revertira´ esta expansio´n y colapsara´ en una nueva
singularidad. k ≤ 0 corresponde a un Universo abierto que se expandira´ eternamente. En el
caso de dominio de radiacio´n esta interpretacio´n cambia pero las conclusiones son las mismas,
mientras que si se an˜ade una constante cosmolo´gica el argumento deja de tener sentido. En
cualquier caso, en el Universo temprano la planitud (k = 0) es una buena aproximacio´n, ya que
aunque el te´rmino de curvatura aumenta cuando R → 0, no lo hace tan ra´pido como ρ ∝ R−4
cuando R→ 0, as´ı que la expansio´n queda dominada por ρ.
Vamos a suponer que el Universo se encontraba en equilibrio te´rmico a una temperatura
mucho mayor que las masas de las part´ıculas2. Bajo estas condiciones vamos tratar la materia
como un gas ideal relativista sometido a una expansio´n adiaba´tica. La densidad de energ´ıa
dominante sera´ la de radiacio´n, por lo que incorporando la prediccio´n de la potencia cuarta de




g∗T 4 , (4)
2Se ignoran escenarios alternativos con un espectro de masas creciente exponencialmente [Hagedorn, 1970]
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donde g∗ es el nu´mero efectivo de grados de libertad, que cambia en importantes eventos de la
historia te´rmica del Universo que se mencionara´n posteriormente. Con todo esto, la ecuacio´n de
Friedman (2) nos lleva a la importante relacio´n R ∝ T−1 ∝ t1/2.
Una magnitud de intere´s a la que se referencia en muchas ocasiones en cosmolog´ıa debido a
su utilidad es la masa de Planck, definida como mP = 1/G
1/2 = 1, 22 · 1028 eV, en te´rminos de
la cual la relacio´n entre tiempo y temperatura queda
tT 2 ≈ 0,3√NmP . (5)
El nu´mero g∗ empieza siendo de orden 102 en los modelos ma´s sencillos de gran unificacio´n
SU(5). En el ape´ndice A se da una justificacio´n algo burda de por que´ podemos considerar el
plasma en este momento como un gas ideal.
A continuacio´n, repasemos los principales eventos en la evolucio´n del Universo as´ı como su
efecto en el nu´mero efectivo de grados de libertad atenie´ndose a un modelo de gran unificacio´n
lo ma´s sencillo posible.
El nu´mero de grados de libertad efectivo decrece cada vez que la temperatura baja a una
escala de energ´ıa inferior a la masa umbral de aniquilacio´n de alguna part´ıcula-antipart´ıcula.
Podemos destacar dos transiciones de fase. La primera consiste en G→ SU(3)×SU(2)×U(1) y
ocurre en T = TGU ∼ 1015 GeV, antes de la cual todas las part´ıculas contribuyen a g∗, mientras
que despue´s hay que excluir las part´ıculas que adquieren masas del orden de TGU , que ya no
estara´n presentes de forma significativa. La desintegracio´n de estas part´ıculas podr´ıa explicar la
asimetr´ıa del nu´mero de bariones.
Despue´s de la transicio´n de fase de Weinberg-Salam, que hace que la fuerza de´bil y la elec-
tromagne´tica sean aparentemente distintas, en T = TWS ∼ 102 GeV, g∗ vuelve a disminuir una
vez ma´s. Ahora solo se tiene en cuenta los quarks y gluones asociados a SU(3), los leptones y el
foto´n. Esto marca el inicio de la era hadro´nica, de la que no sabemos tanto. En ella el mecanis-
mo de confinamiento debe adquirir relevancia ya que pasamos de una sopa de quark-gluon a un
sistema de hadrones separados. Cuando la temperatura baja de 150 MeV los pares de nucleones
se aniquilan, sobreviviendo solo un pequen˜o nu´mero de bariones. Esto no corresponde a una
transicio´n de fase directa sino a una transicio´n fase suave, un crossover. Cuando se llega a los
100 MeV las u´nicas part´ıculas que contribuyen a g∗ son los leptones y los fotones. Finalmente,
cuando los pares de electrones y muones desaparecen solo quedan los neutrinos y el foto´n, con
un valor g∗ = 7, 25, aunque efectivamente este nu´mero es menor porque los neutrinos salen del
equilibrio antes que los fotones.
El nu´mero de neutrinos tiene cierta relevancia a la hora de determinar el ritmo de expansio´n
del Universo durante esta e´poca, afectando a la temperatura a la que la densidad de neutrones
y protones se desv´ıa del equilibrio controlado por la interaccio´n de´bil, congela´ndose en un ratio
cuyo valor, de acuerdo a la distribucio´n de Boltzmann, es proporcional a exp (−∆m)/T ∼ 1/3
debido a la diferencia de sus masas. Ma´s neutrinos implica un ritmo de expansio´n mayor, que
se manifiesta en un mayor nu´mero de neutrones que sobreviven y que durante la e´poca de nu-
cleos´ıntesis acabar´ıan en helio-4. La nucleos´ıntesis es la etapa ma´s temprana en cuyos resultados
tenemos ma´s confianza gracias al asombroso acuerdo entre prediccio´n teo´rica y observaciones
experimentales que se han visto reforzadas con medidas de abundancias de elementos ligeros y
de para´metros a partir del CMB3. En astrof´ısica hay suficiente confianza en la validez de los
3No obstante, sigue sin haber una solucio´n al problema del Litio-7, cuya abundancia no es la que predice el
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modelos de produccio´n de helio primordial como para asegurar que no puede haber ma´s de tres
familias de neutrinos ligeros, tal y como fue comprobado posteriormente por el experimento LEP
del CERN a partir de la anchura de desintegracio´n del boso´n Z0.
La u´ltima e´poca importante en el Universo temprano es la de la recombinacio´n, cuando la
temperatura baja lo suficiente como para que los electrones queden ligados a nu´cleos, dando
lugar a materia electricamente neutra. Esto permite que los fotones puedan viajar con mayor
libertad, pasando de un Universo opaco a uno transparente. Esta luz llega a nososotros en forma
de la radiacio´n de fondo. La radiacio´n de fondo co´smico de microondas, adema´s de ser una de las
ima´genes ma´s espectaculares de la cosmolog´ıa, encierra muchos secretos e informacio´n relevante
para el desarrollo de este campo. La isotrop´ıa y homogeneidad de esta radiacio´n de 3K pro-
porciona importantes restricciones para cualquier modelo de generacio´n de inhomogeneidades,
como sera´ el caso de los defectos topolo´gicos que se tratara´n en este trabajo, aunque por otra
parte son un mal necesario para explicar la formacio´n de las primeras galaxias por la conden-
sacio´n gravitatoria de estas inhomogeneidades. A partir de este punto, cuando el Universo ya
tiene millones de an˜os, empieza la formacio´n de estructuras gala´cticas, en las cuales los defec-
tos topolo´gicos que se van a introducir pueden adquirir un importante papel como semillas, en
especial las cuerdas co´smicas.
3. Defectos topolo´gicos
Las rupturas esponta´neas de simetr´ıas son una parte fundamental de la f´ısica de part´ıculas.
Cuando la temperatura del Universo es suficientemente alta, superando la escala de energ´ıas
de una simetr´ıa rota, t´ıpicamente dicha simetr´ıa se debe recuperar. Ahora bien, ¿Co´mo pode-
mos saber que el Universo paso´ por alguna de estas transiciones de fase? Una posibilidad de
comprobar que estos eventos ocurrieron es buscar algunos de los defectos topolo´gicos que son
consecuencia de que dichas transiciones de fase no fueron perfectas, quedando el campo atrapado
fuera del mı´nimo por defectos topolo´gicos tales como cuerdas, paredes de dominio, monopolos o
estructuras h´ıbridas ma´s exo´ticas. Algunos ana´lisis sobre la produccio´n cosmolo´gica de defectos
topolo´gicos con cierto peso histo´rico y que han constituido las bases de todo el desarrollo posterior
que se va a introducir en esta memoria se pueden encontrar en [Vilenkin, 1985], [Kibble, 1976]
y [Preskill, 1984].
La estabilidad de estas estructuras que aparecen en el Universo temprano se explican con
consideraciones topolo´gicas y son predichas por muchos modelos de ruptura de simetr´ıas gauge.
Estos objetos son inherentemente no-perturbativos y no se pueden generar en experimentos de
altas energ´ıas con la tecnolog´ıa actual, por lo que u´nicamente se pueden buscar pruebas de su
existencia en las pistas que quedaron grabadas en el cosmos, restos del Universo temprano. Estas
estructuras han sido ampliamente estudiadas en las u´ltimas de´cadas, desde que las transiciones
de fase y rupturas esponta´neas de simetr´ıas asumieron un rol tan destacado en la evolucio´n del
Universo temprano. Los textos ma´s completos en los que basar la introduccio´n, y a los que todos
referencian, son [Vilenkin and Shellard, 2000], donde se expone de forma rigurosa gran parte del
conocimiento construido acerca de defectos topolo´gicos y su papel en la cosmolog´ıa moderna, y
[Kolb and Turner, 1990], que dedica un cap´ıtulo al estudio de las transiciones de fase.
modelo esta´ndar de nucleos´ıntesis.
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3.1. Paredes de dominio
3.1.1. Ejemplo: modelo ruptura de simetr´ıa discreta Z2
Vamos a analizar un problema lo ma´s sencillo posible para ilustrar la aparicio´n de paredes de
dominio, de forma que nos permita extender todas las conclusiones posibles al caso particular del
campo del axio´n. Comencemos con un campo escalar real que pasa por una ruptura esponta´nea






λ(φ2 − σ2)2 . (6)
La simetr´ıa de reflexio´n del lagrangiano Z2, que se manifiesta a trave´s de la invarianza bajo
la transformacio´n φ → −φ se rompe esponta´neamente cuando φ adquiere un valor esperado
de vac´ıo 〈φ〉 = ±σ. No todos los puntos del espacio estara´n en el mismo estado fundamental
ya que a distancias mayores que la distancia de correlacio´n del campo φ (finita), el campo
es independiente y la eleccio´n de este estado de vac´ıo sera´ aleatoria. En una regio´n el estado
fundamental estara´ en 〈φ〉 = +σ y en otros estara´ en 〈φ〉 = −σ. Antes de estudiar la dina´mica de
una transicio´n de fase, estudiemos con detenimiento una solucio´n estacionaria que nos ayudara´
a comprender posteriormente la dina´mica.
Consideremos un muro infinito en el plano x−y en z = 0 y supingamos que φ(z → −∞) = −σ
y φ(z → ∞) = +σ. El campo φ debe tener una transicio´n suave entre las dos regiones, por lo





+ λφ(φ2 − σ2) = 0 ,
cuya solucio´n imponiendo las condiciones de contorno mencionadas antes es
φW = σ tanh (z/∆) ,
donde ∆ =
√
2/λσ−1 es un estimador de la anchura de la pared. Se puede interpretar esta
anchura finita de la pared de dominio de una manera muy intuitiva: los te´rminos que contribuyen
de forma aditiva a la densidad superficial de energ´ıa consisten en un gradiente proporcional a
∆ × (∇φ)2 ∼ σ2/∆ y un te´rmino de energ´ıa potencial proporcional a ∆ × V (φ) ∼ ∆λσ4. El
te´rmino del gradiente se minimiza haciendo ∆ lo ma´s grande posible, mientras que el te´rmino
potencial sufre el efecto contrario, es decir, se minimiza haciendo ∆ lo ma´s pequen˜o posible. Hay
que encontrar un compromiso entre estos dos efectos, llegando a que ∆ ∼ λ1/2σ−1.
Sustituyendo la solucio´n del campo en la expresio´n general del tensor energ´ıa momento de




σ4 cosh−4 (z/∆)diag(1, 1, 1, 0) .
La tensio´n superficial de la pared de dominio, es
η =
∫







T ii dz .
Las componentes en x−y de la presio´n son iguales a la densidad de energ´ıa en la superficie con
signo opuesto. As´ı pues, la tensio´n que sufre la superficie es igual a su densidad de energ´ıa, por lo
que estos muros son inherentemente relativistas y sus efectos gravitatorios son no-Newtonianos.
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Para un tensor energ´ıa-momento de la forma Tµν = diag(ρ,−p1,−p2,−p3) el l´ımite Newtoniano
de la ecuacio´n de Einstein es la ecuacio´n de Poisson ∇2φ = 4piG(ρ + p1 + p2 + p3). Entonces,
para el caso anterior ∇2φ = −4piGρ. Notese que el signo hace que las part´ıculas sean repelidas
gravitatoriamente por la pared de dominio y dos paredes de dominio se repelan entre s´ı. Sin
embargo, esto es un artefacto consecuencia de que las paredes sean infinitas. A grandes distancias
una pared esfe´rica de radio R se comporta como una part´ıcula de masa m ∼ 4piR2η.
La separacio´n t´ıpica de las paredes de dominio vendra´ dada por la longitud de correlacio´n
del campo, ξ, y esta misma distancia tambie´n determina el radio de curvatura de estos defectos
en la red estoca´stica que se forma en la transicio´n de fase.
De la misma manera que una membrana sometida a una tensio´n superficial tiende a minimizar
el a´rea de su superficie, una pared de dominio imita este comportamiento. La evolucio´n de una
pared de dominio se puede obtener resolviendo las ecuaciones de movimiento de la manera
convencional. Sin embargo, hay otra alternativa: las ecuaciones que describen las minimizacio´n
del a´rea de la superficie de una pared ideal delgada se pueden derivar de un principio variacional.




∫ √−γ d3σ , (7)
donde dV es el volumen espacio-temporal invariante del mundo que barre la pared de dominio y
σi = (τ, σ1, σ2) las coordenadas en el muro, siendo la primera de tipo tiempo y las dos u´ltimas de
tipo espacio. γ = det (γµν), donde γµν = ∂µx
α∂νx
βgαβ. Resolver estas ecuaciones del movimiento
es algo farragoso, pero vamos a estudiar algunas propiedades vagamente considerando que las
paredes de dominio siguen la dina´mica de una gas ideal que se mueve con velocidad v en un
volumen V >> ξ, en el que hay atrapados N paredes de dominio infinitos en en el plano x− y.
Al tensor energ´ıa momento total contribuira´n todos las paredes de dominio, que se encuentran









dz′f(z′)TWµν (z − z′)∫
dz
,
donde f(z) ∼ 〈L〉−1 es el promedio de nu´mero de paredes de domino entre z′ y z′ + dz′ norma-
lizado a N , siendo 〈L〉 el promedio de la distancia de separacio´n entre las paredes, y TWµν (z− z′)
es el tensor energ´ıa-momento en la posicio´n z de una pared de dominio situada en z′. Entonces
〈Tµν〉 ≈ 1〈L〉
∫
TWµν (z) dz =
1
〈L〉Wµν . (8)
El tensor Wµν recibe el nombre de densidad superficial de energ´ıa-momento, con W
0
0 = η, por
lo que ρW = 〈T 00 〉 = η/ 〈L〉. Si los muros se mueven con una velocidad promedio v en direccio´n
+zˆ con respecto a un observador en reposo en la caja, aplicando la tranformacio´n de Lorentz
correspondiente al Wµν resulta:
Wµν =

γ2η 0 0 γ2ηv
0 −η 0 0
0 0 −η 0
γ2ηv 0 0 γ2η
 , (9)
donde γ = (1− v2)−1/2. Las paredes de dominio que se mueven en direccio´n −zˆ tienen el mismo
pero cambiando v → −v. Entonces, los elementos fuera de la diagonal se anulan al sumar.
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Repitiendo el proceso para velocidades en las direcciones ±xˆ y ±yˆ se obtiene el siguiente tensor





3γ2 0 0 0
0 (v2γ2 − 2) 0 0
0 0 (v2γ2 − 2) 0
0 0 0 (v2γ2 − 2)
 . (10)
Con la convencional definicio´n de densidad de energ´ıa ρW = 〈T 00 〉 y presio´n pW = −〈T ii 〉 la
ecuacio´n de estado para el gas de paredes de dominio es:
pW = (v
2 − 2/3)ρW (11)
Recordemos ahora un resultado general de la cosmolog´ıa. Si se puede expresar la ecuacio´n
de estado como p = ωp, entonces la densidad de energ´ıa evoluciona como ρ ∝ R−3(1+ω) y el
factor de escala R(t) ∝ t2/3(1+ω). Se concluye entonces que la evolucio´n del sistema depende de
la velocidad media.
El resultado para velocidades no relativistas (v = 0) es ρW ∝ R−1 y R ∝ t2. Esto es un
resultado que intuitivamente se puede razonar de la siguiente forma: en este l´ımite el gas de
paredes de dominio se estira conformemente aumentando como R, el a´rea crece como R2 y la
densidad de nu´mero de paredes de dominio decrece como R−3. Como la masa de la pared de
dominio es proporcional a su a´rea y la densidad de energ´ıa es proporcional al producto de la
masa por la densidad de nu´mero de barreras de dominio, e´sta decrece como R−1.
Es de esperar un ra´pido corrimiento al rojo de las velocidades de las paredes de dominio
tras su formacio´n en el Universo temprano, y si la densidad es suficiente, estos defectos to-
polo´gicos dominara´n a radiacio´n (ρR ∝ R−4) y materia (ρM ∝ R−3), alterando dra´sticamente
la cosmolog´ıa esta´ndar, lo cual supone un grave problema.
3.1.2. Papel en cosmolog´ıa y astrof´ısica
La existencia de paredes de dominio en el Universo actual queda descartada debido a que su
contribucion a la densidad de masa total es mucho mayor que cualquier l´ımite aceptable. Por
ejemplo, una pared de dominio de taman˜o H−10 ∼ 1028h−1 cm tendr´ıa una ma´sa del orden de
ηH−20 ∼ 4 · 1065λ1/2(σ/100GeV)3 gramos, es decir, 1010λ1/2(σ/100GeV)3 veces la masa que hay
en el presente contenida en el volumen de Hubble.
Este no es el u´nico problema, ya que una anisotrop´ıa tan colosal causar´ıa fluctuaciones
te´rmicas en el CMB que esta´n por encima de las observaciones a no ser que σ sea demasido
pequen˜o. Una estimacio´n de estas fluctuaciones es δT/T ∼ GηH−10 ∼ 1010λ1/2(σ/100GeV)3.
La conclusio´n es que los muros de dominio son un desastre cosmolo´gico a no ser que la
constante de acoplo sea muy pequen˜a [Zel’dovich et al., 1974]. Aunque sean un defecto inevitable
de las transiciones de fase, existen alternativas y trucos para evitarlos, tal y como se comentara´
ma´s adelante en el caso particular del axio´n [Sikivie, 2008].
3.2. Cuerdas
3.2.1. Ejemplo: modelo de Higgs abeliano con ruptura de simetr´ıa gauge U(1)
Esta seccio´n tiene la misma filosof´ıa que la anterior y en muchas ocasiones los razonamientos
van a ser parecidos, por lo que no los voy a volver a exponer detalladamente. Vamos a empezar
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estudiando la aparicio´n de cuerdas en un sencillo modelo de Higgs abeliano con una simetr´ıa
gauge U(1) rota esponta´neamente. El lagrangiano del modelo contiene un campo gauge U(1),
Aµ, y un campo de Higgs complejo, Φ, que lleva la carga e,











Fµν = ∂µAν − ∂νAµ
DµΦ = ∂µΦ− ieAµΦ
(13)
La teor´ıa tiene una ruptura esponta´nea de la simetr´ıa cuando el potencial se minimiza para
〈|Φ|〉2 = σ2/2. De acuerdo con la teor´ıa de Goldstone los estados f´ısicos tras esta ruptura de la
simetr´ıa son un boso´n escalar de masa m2s = 2λσ
2 y un boso´n vectorial de masa m2v = e
2σ2.
El campo complejo de Higgs se puede escribir en funcio´n de dos campos escalares reales: Φ =
(φ1 + iφ2)/
√
2. Si el valor esperado de vac´ıo se elige en la direccio´n real el potencial pasa a ser
el conocido V (φ) = (λ/4)(φ2 − σ2)2, y 〈|Φ|〉 = 〈φ〉 /√2. La energ´ıa no determina la fase del
campo, ya que su energ´ıa u´nicamente depende de su modulo, siendo consecuencia de la simetr´ıa
U(1) del gauge. Definamos 〈Φ〉 = (σ/√2) exp (iθ), donde θ puede depender de la posicio´n. Φ
debe ser una funcio´n monovaluada, por lo que el cambio de θ, ∆θ, alrededor de cualquier curva
cerrada debe ser un mu´ltiplo entero de 2pi. Ahora bien, si ∆θ = 2pi, encogiendo el camino a
un punto (sin singularidades) no se puede transformar continuamente de forma que ∆θ pase de
2pi a 0. Por tanto, debe haber un punto en el que la fase no esta´ definida, por lo que 〈Φ〉 = 0.
Esta regio´n de falso vac´ıo en el interior del camino es una parte de un tubo de falso vac´ıo
cuya dimensio´n transversa en mucho menor que su longitud, as´ı que nos referimos a ellos como
defectos unidimensionales llamados cuerdas. Estas estructuras deben ser infinitas o cerradas, ya
que si no habr´ıa una forma de deformar el camino de forma continua y encogerlo hasta un punto
sin pasar por el tubo.
Las cuerdas y sus ecuaciones de movimiento aparecieron por primera vez en la solucio´n de
[Nielsen and Olesen, 1973]. En puntos alejados de una cuerda infinita que tiene direccio´n en el








donde θ es el a´ngulo polar en el plano x − y y N es el winding number de la cuerda. Esta
solucio´n es de energ´ıa finita, ya que a largas distancias Fµν → 0 y DµΦ → 0 (se cancelan
contribuciones de ∂µ con las de Aµ). El gauge Aµ no se puede rotar en todos los puntos al vac´ıo
por una transformacio´n de gauge regular cuando n 6= 0. Esto se puede ver aplicando el teorema
de Stokes a un camino cerrado:
ΦB =
∫
B · dS =
∮
A · dl = 2pin
e
, (15)
que se interpreta como un flujo magne´tico ΦB fluyendo a lo largo de la cuerda al igual que las
l´ıneas de flujo cuantizadas de los superconductores [Abrikosov, 1957]. Las configuraciones de
cuerdas menos energe´ticas tienen winding number N = ±1.
La anchura de las cuerdas esta´ determinada por las longitudes de onda Compton de los
bosones del Higgs y gauge: δφ ∼ m−1s y δA ∼ m−1v . Si mv > ms la cuerda tiene un nu´cleo interno
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de falso vac´ıo de densidad de masa lineal µφ ∼ λη4δ2φ ∼ η2 y un tubo de flujo magne´tico de radio
menor, δA, con una densidad de masa µA ∼ B2δ2A ∼ η2. Entonces, se puede dar una estimacio´n
de la masa por unidad de longitud de la cuerda como µ ∼ η2. Cabe mencionar que aunque
no existe una solucio´n general para las ecuaciones de Φ y Aµ acopladas, se puede obtener
una solucio´n aproximada de las cuerdas tal y como se muestra en [Kolb and Turner, 1990],
pudie´ndose calcular µ de forma ma´s rigurosa a partir del Hamiltoniano.
El tensor energ´ıa momento, de acuerdo con [Fo¨rster, 1974] es
Tµν = µδ(x)δ(y)diag(1, 0, 0, 1) , (16)
donde µ es la masa por unidad de longitud de la cuerda. Para obtener esta forma diagonal Vilekin
impuso la condicio´n de conservacio´n Tµν,ν = 0. Se puede observar que la presio´n es negativa,
actuando como una tensio´n para la cuerda, con el mismo valor que la densidad de energ´ıa pero
signo opuesto. Esto quiere decir que, al igual que las paredes de dominio, las cuerdas son objetos
intr´ınsecamente relativistas. Otra caracter´ıstica que comparten con las paredes de domino es
que hay efectos gravitacionales no Newtonianos asociados a ellas. En este caso la ecuacio´n de
Poisson es ∇2φ = 0, lo cual sugiere que el espacio es plano fuera de una cuerda infinita recta. Si
nos alejamos lo suficiente un loop de cuerda de radio R tiene el mismo efecto gravitatorio que
una masa Mstring = 2piRµ.
Cuando se rompe una simetr´ıa U(1) se formara´ una red estoca´stica de cuerdas. Dicha red
inicial esta´ constituida por cuerdas infinitas (alrededor del 80 % en masa), entendidas como
cuerdas que se escapan del horizonte, y cuerdas cerradas en loops (alrededor del 20 % en masa),
hecho comprobado a partir de simulaciones nume´ricas llevadas a cabo por distintos autores
que han estudiado su formacio´n y evolucio´n. Una vez formada la red de cuerdas sera´ estirada
conformemente por la expansio´n del Universo. Adema´s, debido a la tensio´n de la cuerda tendera´n
a enderezarse. A escalas mayores que H−1 domina el estiramiento conforme, mientras que a
escalas menores que H−1 domina la tensio´n de la cuerda.
Para hacernos una idea superficial del comportamiento y evolucio´n de estas cuerdas, siguien-
do el mismo razonamiento que en la seccio´n de las paredes de dominio, vamos a suponer que se
comporta como un gas ideal y veamos a do´nde nos lleva. Si se mueven con una velocidad media






0 (v2γ2 − 1) 0 0
0 0 (v2γ2 − 1) 0
0 0 0 (v2γ2 − 1)
 , (17)
lo cual nos lleva a la ecuacio´n de estado
ps = (2v
2/3− 1/3)ρs . (18)
Teniendo en cuenta lo mencionado en la seccio´n anterior acerca la relacio´n entre la evolucio´n
del factor de escala y las ecuaciones de estado de esta forma, se concluye entonces que al igual
que en el caso de los muros de dominio, la evolucio´n de densidad de cuerdas depende de su
velocidad media. Si v ≈ 0 (no relativistas), entonces ρs ∝ R−2 y R(t) ∝ t.
De la misma forma, tender´ıan a dominar ra´pidamente la densidad de masa del Universo, por
lo que resultar´ıan ser otros desastres para la cosmolog´ıa esta´ndar. Ahora bien, la aproximacio´n
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de gas ideal para las cuerdas es demasiado burda, ya que en su evolucio´n hay que incluir dos
importantes efectos que se pierden en un sistema sin interacciones como es el gas ideal. Estos
efectos son la intercomunicacio´n de segmentos de cuerdas que se intersectan, que hace que
las cuerdas grandes se vayan fragmentando en loops ma´s pequen˜os, y la desintegracio´n de los
pequen˜os loops por la emisio´n de axiones y ondas gravitacionales.
Para seguir la evolucio´n de la red rigurosamente uno necesitar´ıa sacar sus ecuaciones del
movimiento a partir de los campos φ y Aµ. Sin embargo, para una cuerda ideal fina se pueden




∫ √−γ d2σ , (19)
donde dA es el a´rea invariante del world sheet que barre el movimiento de la cuerda y σi = (τ, σ)
son las coordenadas en el mundo de la cuerda, siendo τ de tipo tiempo y σ de tipo espacio. Las
coordenadas espacio-temporales son funciones de estas coordenadas, xµ(σ, τ), y γ = det (γµν)
con γµν = ∂µx
α∂βν gαβ. La interpretacio´n f´ısica detra´s de todo esto es intuitiva: una cuerda
evoluciona para minimizar su longitud, y con ello el a´rea de su world sheet.
Con una buena eleccio´n de coordenadas las ecuaciones del movimiento tienen una forma muy
simple:
x¨− x′′ = 0 , (20)
con x˙2 +x′2 y x˙·x′ = 0. El punto denota derivada temporal y la prima respecto a σ, proporcional
a la posicio´n en la cuerda.
Esta ecuacio´n del movimiento manifiesta la naturaleza oscilatoria de la soucio´n. La ten-
sio´n de la cuerda provoca que un loop de radio R oscile relativistamente con un periodo
τ ∼ R. Esta oscilacio´n hace que aparezca un momento cuadrupolar que var´ıa en el tiempo,
Q ∼ µR3, por lo cual se emiten ondas gravitacionales. La potencia de esta radiacio´n es aproxi-
madamente PGW ≈ G(
...
Q)2 ≈ γGWGµ2, con γGW una constante nume´rica de orden 100 segu´n
[Vachaspati and Vilenkin, 1985]. Entonces, en un tiempo caracter´ıstico τGW el loop habra´ ra-
diado toda su energ´ıa en forma de ondas gravitacionales, se encogera´ y desaparecera´.
τGR ∼ µR/PGW ∼ (γGWGµ)−1R . (21)
Se concluye que al cabo de 10−2(Gµ)−1 oscilaciones el loop desparecera´. Otra pieza crucial
en la comprensio´n de la evolucio´n de la red de cuerdas, como se ha dicho antes, es la intercomu-
nicacio´n. Este feno´meno consiste en el intercambio de partes de cuerdas cuando se intersectan,
en lugar de atravesarse simplemente. De acuerdo con las simulaciones nume´ricas, la probabilidad
de que esto ocurra es cercana la unidad, por lo que no se debe ignorar. En el proceso de inter-
comunicacio´n cuerdas largas se pueden cortar y formar loops ma´s pequen˜os. Esto constituye un
mencanismo de regulacio´n de la energ´ıa en la red, ya que la densidad de energ´ıa de una cuerda
lenta decrece con R−2, mientras que la densidad de energ´ıa de un loop decrece con R−3 hasta
que se evapora en forma de ondas gravitacionales.
En los experimentos nume´ricos tambie´n se observa que despue´s de que se produzca la red de
cuerdas pasa ra´pidamente a una solucio´n de escala. Si el Universo esta´ dominado por radiacio´n
ρS ∼ 30µ/t2 , (22)
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La mayor parte de esta energ´ıa esta´ alamacenada en unas pocas hebras infinitas por volumen
del horizonte, con el resto almacenada en una distribucio´n invariante de escala de loops. La
densidad de nu´mero de loops en un instante t con energ´ıa entre E y E + dE es:







teniendo en cuenta que el valor eficaz del radio de un loop de energ´ıa E es R = E/2piµ. El
taman˜o de estos loops var´ıa desde el taman˜o del horizonte hasta el correspondiente a la energ´ıa
mı´nima de una cuerda, ya que se producen por el cruce de cuerdas ma´s grandes.




EnloopdE ≈ 0,6µ3/2t−3/2E−1/2min . (25)
De aqu´ı se concluye que ρloop ∝ t−3/2 ∝ R−3 y que diverge con E−1/2min . De acuerdo con esto
las cuerdas co´smicas, al igual que las paredes de dominio, ser´ıan una cata´strofe cosmolo´gica
ya que dominar´ıan ra´pidamente la densidad del Universo. Sin embargo, la verdad es ma´s sutil.
Un loop lleva a cabo oscilaciones del orden de (γGWGµ)
−1 radiando su energ´ıa en forma de
ondas gravitacionales. Esto implica que a tiempo t el loop ma´s pequen˜o tiene una longitud
caracter´ıstica Rmin ∼ γGWGµt, a la que corresponde una energ´ıa Emin ∼ γGWGµ2t. Teniendo
esto en cuenta la densidad de energ´ıa en los loops es
ρloop ∼ (γGWGµ)−1/2µ/t2 , (26)
que escala de la misma manera que la densidad de energ´ıa en cuerdas largas.
Todo lo que hemos discutido hasta ahora es va´lido para una ruptura de simetr´ıa U(1) local.
Sin embargo, el campo del axio´n sufre una ruptura de la simetr´ıa U(1) global. Muchas de las
ideas que que se han expuesto hasta ahora se pueden extender a este u´tlimo caso, pero hay que
tener en cuenta unas cuantas sutilezas. Por ejemplo, para este tipo de cuerdas el campo gauge no
compensa la variacio´n de fase a grandes distancias, por lo que la energ´ıa por unidad de longitud
es divergente. Para una cuerda con N = 1 se tiene















donde δ es la anchura del nu´cleo de la cuerda y R es un l´ımite de corte que, dependiendo
de la situacio´n f´ısica en la que nos encontremos, puede ser un radio de curvatura de la cuerda
o la distancia a las cuerdas ma´s pro´ximas. El factor logar´ıtmico refleja un acoplo al boso´n de
Goldstone del campo, que implica interacciones de largo alcance en la cuerda con una fuerza
F ∼ η2/R. Se puede encontrar un representante de este caso en los vo´rtices de un superfluido,
conocidos y ampliamente estudiados en f´ısica de la materia condensada.
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3.2.2. Papel en cosmolog´ıa y astrof´ısica
Las cuerdas co´smicas, a diferencia de las paredes de dominio, son estructuras seguras en el
sentido cosmolo´gico siempre y cuando no excedan unos l´ımites acotados por medidas observa-
cionales. En esta seccio´n vamos a repasar algunas manifestaciones astrof´ısicas y cosmolo´gicas
as´ı como los l´ımites que imponen.
Muchas de los feno´menos asociados a las cuerdas co´smicas son consecuencia de la naturaleza
co´nica de su solucio´n. Se puede resolver las ecuaciones de Einstein para la me´trica en las afueras
de una cuerda co´smica en el l´ımite Gµ << 1 con coordenadas co´nicas [Vilenkin, 1981]. En tal
caso la me´trica es
ds2 = dt2 − dz2 − dr2 − (1− 4Gµ)2r2 dθ2 . (28)
Aqu´ı θ es el a´ngulo polar, pero r no es el radio usual de las coordenadas cil´ındricas. Con una
transformacio´n polar θ → (1− 4Gµ)θ la me´trica pasa a ser la de un espacio plano de Minkowsi
con una singularidad co´nica, pues el a´ngulo polar solo esta´ definido en 0 ≤ θ ≤ 2pi(1 − 4Gµ).
Conviene introducir el te´rmino Gµ ≈ pi(σ/mP )2 ≈ 10−6(σ/1016GeV)2, que va a ser un factor
recurrente en los efectos gravitacionales de las cuerdas. Uno de los efectos que tiene la naturaleza
co´nica de las cuerdas es que pueden funcionar como lentes gravitacionales, duplicando la imagen
de lo que tienen detra´s.






donde δα es la distancia angular entre las dos ima´genes desde la tierra, ∆θ es la distancia angular
de las ima´genes desde la cuerda, d es la distancia Tierra-cuerda y l distancia cuerda-objeto real.
Esto puede proporcionar una herramienta para detectar una cuerda co´smica que haya sobre-
vivido hasta nuestros tiempos a partir de observaciones astrono´micas de fuentes emisoras de luz
duplicadas.
Otra consecuencia de la naturaleza co´nica de las cuerdas son discontinuidades en la tempe-
ratura del CMB. Supongamos un emisor en la superficie de u´ltima dispersio´n de la radiacio´n de
fondo. Un observador en reposo respecto a la cuerda vera´ la fuente duplicada con una separa-
cio´n δα ≈ ∆θ (d << l). Si el observador no esta´ en reposo sino que se mueve con velocidad v
perpendicular a la l´ınea de visio´n habra´ un pequen˜o corrimiento Doppler de la temperatura de
radiacio´n del orden de
δT
T
≈ 8piGµv . (30)
Con esto se puede poner una cota al para´metro Gµ ≤ 10−5 a partir de las medidas de
anisotrop´ıa del CMB.
Tal y como se ha mencionado anteriormente los loops de cuerdas co´smicas pierden su energ´ıa
radiando ondas gravitacionales. El resultado es un espectro de ondars gravitacionales que pueden
llegar hasta hoy. La cota superior al nu´mero de neutrinos ligeros que impone la nucleos´ıntesis
primordial pone un l´ımite al valor del cociente entre densidad de energ´ıa de las ondas gravita-
cionales y radiacio´n, que se manifiesta en un l´ımite de Gµ ≤ 4 · 10−5 [Davis, 1985], aunque hay
otras cotas que dependen de otro tipo de modelos [Vilenkin and Shellard, 2000] (en particular
de gran unificacio´n). Por otra parte, tambie´n se puede encontrar una cota inferior para Gµ a
partir de las medidas de pu´lsares que obligan a que µ > 10−6.
Las cuerdas co´smicas pueden ser semillas en la formacio´n de estructuras debido a la estructura
co´nica del espacio-tiempo. Cuando una cuerda se mueve por el Universo con una velocidad v las
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part´ıculas cercanas que tienen una velocidad de dispersio´n pequen˜a (como materia oscura fr´ıa o
bariones tras el desacoplo) adquieren una velocidad transversa a la direccio´n de movimiento de
la cuerda vW ≈ 4piGµv. Entonces, la materia se mueve hacia el plano definido por el movimiento
de la cuerda, pudiendo ser esto un mecanismo de acumulacio´n de materia [Charlton, 1987]. Esta
no es la u´nica manera con la que las cuerdas co´smicas pueden jugar un papel crucial en la
formacio´n de estructuras. En [Witten, 1985] se discute que con una extensio´n del modelo de
Higgs no Abeliano con Gµ ≈ 10−6 una cuerda puede ser superconductora, con corrientes de
bosones o fermiones altas, y que la desintegracio´n electromagne´tica explosiva de loops de este
tipo de cuerdas tambie´n podr´ıan ser semillas para las estructuras astrof´ısicas. Por u´ltimo, cabe
destacar estudios recientes sobre el papel de las estructuras de cuerdas y muros de dominio
axio´nicos sobre la estructura a pequen˜a escala de pequen˜os cu´mulos de materia oscura en un
escenario post-inflacio´n como [Vaquero et al., 2019].
4. El axio´n como candidato a materia oscura
Muchas de las especulaciones teo´ricas sobre f´ısica ma´s alla´ del modelo esta´ndar involucran
escalas de energ´ıa imposibles de alcanzar en los experimentos de laboratorio actuales. Afortuna-
damente, para superar este frustrante impedimento en ocasiones es suficiente con alzar la vista
al firmamento para recuperar la esperanza, al Laboratorio Celestial. As´ı pues, por ejemplo, el
Universo temprano y algunos objetos astrof´ısicos son claves para la bu´squeda de candidatos a
materia oscura como el axio´n.
El axio´n es una part´ıcula predicha por la solucio´n al Strong-CP problem de QCD: la simetr´ıa
de Peccei-Quinn. En este contexto la masa del axio´n es una para´metro libre en un rango que
comprende varios o´rdenes de magnitud desde 10−12eV hasta 1MeV, aunque experimentalmente
en astrof´ısica ha sido posible excluir unos 7 de estos o´rdenes de magnitud y otros tanto cos-
molo´gicamente dependientes de modelo, quedando un nu´mero reducido de ventanas. Adema´s, si
el axio´n existe tiene notorias consecuencias cosmolo´gicas y astrof´ısicas a partir de las cuales se
podr´ıa adivinar su existencia de forma indirecta.
Un interesante y exhaustivo repaso de la necesidad del axio´n, los problemas que soluciona y
varios efectos cosmolo´gicos se puede encontrar en [Wantz and Shellard, 2010], alguas de cuyas
discusiones se han incorporado a lo largo de esta memoria. Para una lectura ma´s amena y
relajada se recomienda la lectura de una divertida analog´ıa entre una mesa de billar y el axio´n
para entender su papel en f´ısica de part´ıculas y la cosmolog´ıa [Sikivie, 1995].
4.1. El axio´n y el Strong-CP problem
La cromodina´mica cua´ntica esta´ aceptada por la comunidad cient´ıfica como la teor´ıa que
describe la interaccio´n fuerte, pero tiene un serio inconveniente que ha sido bautizado como
Strong-CP problem [t Hooft, 1976]. Este problema tiene su origen en que los efectos no pertur-
bativos de QCD violan las simetr´ıas discretas CP, T y P; y a no ser que se supriman dar´ıan
lugar a un momento dipolar magne´tico del neutro´n que esta´ varios o´rdenes de magnitud por
encima del valor real medido en el laboratorio.
Las teor´ıas de gauge no Abelianas tienen complejas estructuras de vac´ıo debido a la existencia
de configuraciones gauge de vac´ıo no triviales caracterizadas por distintas clases de homotop´ıa,
de forma que no se pueden deformar cont´ınuamente para pasar de unas a otras. Un para´metro
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que recoge este hecho es el llamado winding number.




exp (−inθ) |n〉 . (31)
El lagrangiano de QCD tiene la forma:
LQCD = Lpert + g
2
32pi2
θGaµνG˜aµν ; θ = θ +Arg[det(M)] , (32)
donde Gaµν es el tensor del campo de gluones, G˜aµν es su tensor dual yM es la matriz de masa
de los quarks. Se ha separado el lagrangiano en una parte perturbativa y otra no perturbativa,
a la que ahora en adelante me referire´ como GG˜. Es este u´ltimo te´rmino el que viola CP, P
y T. Las precisas medidas del momento dipolar ele´ctrico del neutro´n dn ≤ 10−26e cm, que es
proporcional a θ, acota superiormete el posible valor de este u´ltimo para´metro en θ < 10−10 de
acuerdo a las observaciones ma´s recientes. Por que´ θ es tan pequen˜o, cercano al cero, es una
cuestio´n intrigante, pues no hay ningu´n motivo aparentemente para que lo sea.
El te´rmino no perturbativo procede de dos efectos independientes: la estructura θ del vac´ıo
de QCD y los efectos de interacciones de Yukawa que involucran las masas de los quarks. Si
una o ma´s especies de quarks no tuviese masa los efectos electrode´biles no tendr´ıan relevancia
f´ısica y el te´rmino de θ se podr´ıa rotar mediante una rotacio´n quiral de los campos de quarks
deshaciendo el problema. Sin embargo, este no parece ser el caso, por lo que en el te´rmino
efectivo GG˜ hay que tener en cuenta dos contribuciones independientes.
Uno podr´ıa estar tentado a ignorar esta intrigante contribucio´n topolo´gica con la esperanza de
que los futuros avances teo´ricos fuesen capaces de explicar su ausencia, pero nos puede beneficiar
de otras maneras. En ausencia de te´rmino GG˜ uno esperar´ıa cuatro bosones de Nambu-Goldstone
cuando la simetr´ıa global U(2)L×U(2)R que posee el lagrangiano de QCD con solo dos sectores
de quarks (u,d) se rompe esponta´neamente por efectos no perturbativos de QCD. Estos bosones
resultantes no son otros que los mesones pi y η′, siendo e´ste u´ltimo el modo de Goldstone de
la subsimetr´ıa global rota U(1)A con quarks u y d masivos. Esta teor´ıa predice la desigualdad
mη′ ≤
√
3mpi, hecho no observado en la realidad [Weinberg, 1975]. θ resuelve el problema U(1)A
mediante las configuraciones topolo´gicamente no triviales del vac´ıo.
4.2. La solucio´n de Peccei-Quinn
La idea es hacer θ una variable dina´mica que evoluciona a cero para minimizar su potencial.
Esto se consigue introduciendo una simetr´ıa global adicional, la simetr´ıa de Peccei-Quinn (PQ),
que se rompe esponta´neamente en una escala energe´tica fPQ [Peccei and Quinn, 1977].
Weinberg y Wilczek sugirieron que como U(1)PQ es una simetr´ıa global rota, debe ha-
ber un boso´n de Nambu-Goldstone asociado, que no es otro que el axio´n ([Weinberg, 1978] y
[Wilczek, 1978]). Esta part´ıcula, siguiendo este razonamiento deber´ıa de no tener masa, pero
debido a la anomal´ıa quiral posee una pequn˜a masa ∼ Λ2QCD/fPQ, donde ΛQCD es la escala de
energ´ıa de la transicion de fase de QCD.
Incorporando esta idea al lagrangiano de QCD, queda:








donde . . . es la expresio´n del lagrangiano (32). El sumando que se an˜ade anula la parte pertur-
bativa que viola las simetr´ıas CP, P y T cuando el potencial del axio´n se minimiza en
〈a〉 = − θfPQ
NDW
. (34)
Cabe destacar que aunque la simetr´ıa PQ es una simetr´ıa cla´sica del lagrangiano hay efectos
cua´nticos que rompen la simetr´ıa. El campo a es el campo del axio´n. Expandiendo el campo del











El para´metro θ ha sido reemplazado efectivamente por el campo dina´mico del axio´n, que
adquiere masa debido a los efectos no perturbativos de GG˜.
Se puede concluir entonces que el precio de resolver el Strong-CP problem es la ruptura
esponta´nea de una simetr´ıa global y la aparicio´n de un pseudo-boso´n de Goldstone: el axio´n.
4.3. Cosmolog´ıa del axio´n
El axio´n y su resultado como una ruptura esponta´nea de la simetr´ıa PQ tienen profundas im-
plicaciones cosmolo´gicas, tal y como se trata en textos como [Sikivie, 2008], [Wantz and Shellard, 2010]
o [Kolb and Turner, 1990]. Hagamos un repaso de algunas de ellas.
El axio´n se postula como un candidato de materia oscura capaz de explicar la abundancia
de materia oscura en el Universo y los dema´s feno´menos astrof´ısicos. Consideremos un campo
complejo Peccei-Quinn (PQ) φ = φ1 + iφ2. Dicho campo se puede separar tambie´n en mo´dulo y
fase |φ|eiθ. La fase se manifiesta como el campo del axio´n, definido como θ = a(x)/fa, donde fa
es la constante de desintegracio´n de los axiones.












donde g es le determinante de la me´trica FLRW gµν = diag(1,−R2,−R2,−R2). La densidad
de energ´ıa potencial se puede expresar como V (φ) = VPQ(|φ|) + VQCD(θ). Tenemos libertad
para elegir VPQ, y para manifestar la roptura de la simetr´ıa de manera sencilla se suele elegir el
potencial tipo sombrero mejicano
VPQ(|θ|) = λφ
4
(|φ|2 − f2a )2 , (37)
con λφ una constante arbitraria. La fase de ruptura esponta´nea de la simetr´ıa vendra´ dada por
|φ| = fa. La expresio´n de VQCD(θ) es un poco ma´s compleja, pues tiene su origen en configu-
raciones topolo´gicas no perturbativas y no triviales del campo de gluones llamadas instantones,
siendo muy sensible a la temperatura. Aunque en principio se podr´ıa calcular a partir de estu-
dios nume´ricos de QCD en el ret´ıculo, hay dificultades te´cnicas severas asociadas al problema
del signo. Sin embargo, se conocen dos propiedades que debe tener este potencial: es perio´dico,
en ausencia de otras fuentes de violacio´n de CP tiene un mı´nimo en θ = 0 (CP se conserva en
θ = 0). Afortunadamente, algunas propiedades como la susceptibilidad topolo´gica χ = ∂2V/∂θ2
se han calculado en la red para θ = 0 [Borsa´nyi et al., 2016]. La relacio´n entre la masa del axio´n
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y la susceptibilidad topolo´gica es m2a(T ) = χ(T )/fa, que en las temperaturas a las que nos

















con χ0 = (75,6MeV)
4 y n ∼ 8,16. Para T < Tc = 157 MeV, χ = χ0.
A temperaturas muy altas se puede realizar la aproximacio´n de gas de instantones diluidos,
con lo que el potencial es de la forma
VQCD(θ) = χ(T )(1− cos (NDW θ)) (39)
NDW esta´ relacionado con el nu´mero de vac´ıos equivalentes que aparecera´.
La historia cosmolo´gica de los axiones empieza con la ruptura de la simetr´ıa PQ, que ocurre a
una temperatura del orden de T ∼ fa, en la cual φ, que es portador de la carga PQ, pasa a tener
un valor esperado no nulo en |φ| = fa, dejando su argumento como grado de libertado. Mientras
la temperatura es muy alta (T >> ΛQCD) la susceptibilidad topolo´gica es muy pequen˜a, por lo
que el axio´n no tiene masa y la aportacio´n de VQCD es despreciable. Los efectos del potencial
del axio´n cominezan a ser relevantes cuando el tiempo es del orden de 1/ma, lo cual sucede
alrededor de ΛQCD, aunque naturalmente depende de fa.
Los axiones en la actualidad son part´ıculas reliquias que han sobrevivido desde los tiempos
del Universo temprano, por lo que su abundancia es una cuestio´n sensible a los mecanismos de
generacio´n de estas part´ıculas. Aqu´ı se van a discutir tres v´ıas de produccio´n:
Generacio´n te´rmica de axiones relativistas: siguiendo el convencional proceso de exclusio´n
del equilibrio (freeze-out), cuando el ritmo de interaccio´n de los procesos entre axiones
relativistas y otras part´ıculas es incapaz de seguir el ritmo de expansio´n del Universo,
manifesta´ndose en que los tiempos de estas reacciones pasan a ser mayores que la edad
del Universo, queda´ndose congelada una poblacio´n de axiones fuera del equilibrio de las
dema´s part´ıculas. Esto suele ocurrir a cierta temperatura.
Produccio´n por desalineacio´n: proceso no te´rmico relacionado con la relajacio´n del a´ngulo
θ. Se puede demostrar a partir de la minimizacio´n de la accio´n que la evolucio´n del a´ngulo
θ es
θ¨ + 3Hθ˙ −∇2θ + 1
f2a
∂θVQCD = 0 , (40)
Cuando la masa del axio´n comienza a ser relevante, θ se desplaza desde el a´ngulo inicial
hasta el mı´nimo, oscilando como un oscilador armo´nico amortiguado. La expansio´n del
Universo, H, actu´a como un rozamiento. El momento en el que θ comienza a desplazarse
hacia el mı´nimo esta´ determinado por una temperatura T1 definida como H(T1) = ma(T1),
es decir, el momento en el que la masa del axio´n crece lo suficiente como para superar el
rozamiento del la expansio´n. Estas oscilaciones coherentes se manifiestan en forma de axio-
nes, cuya poblacio´n por unidad de volumen sera´ un invariante en la expansio´n adiaba´tica
del Universo, llegando hasta nuestros tiempos. No´tese que no hay ninguna preferencia en
la eleccio´n del a´ngulo inicial, pues la fase del campo PQ no tiene ninguna preferencia
cuando adquiere un valor esperado de vac´ıo no nulo al producirse la transicio´n de fase. Las
abundancias finales son sensibles a las condiciones iniciales.
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Desintegracio´n de cuerdas axio´nicas: para mantener una solucio´n de escala las cuerdas
se cortan y forman loops, que posteriormente se deintegran. La forma de desintegracio´n
primaria de las cuerdas axio´nicas es la emisio´n de axiones, no la de ondas gravitacionales,
por lo que su desintegracio´n deja como resultado una poblacio´n de axiones. Sin embargo,
esto cambia cuando se forma una red de paredes de dominio cuando el axio´n adquiere
masa.
Para una comprensio´n ma´s profunda y cuantitativa de las poblaciones finales en cada uno de
los procesos anteriores se puede consultar [Kolb and Turner, 1990].
5. Evolucio´n de los defectos topolo´gicos axio´nicos
En la evolucio´n de los defectos topolo´gicos entran en juego distintas escalas de tiempo que
caracterizan su comportamiento. En esta seccio´n se procede a hacer un repaso por los ma´s
significativos, utilizando un programa de simulacio´n del campo del axio´n para comprobar las
ideas que se expondra´n.
5.1. Simulacio´n
El programa tiene por nombre jaxi4, su co´digo nume´rico esta´ basado en el paralelismo
MPI/OpenMPI y esta´ preparado para ejecutarse de manera eficiente en clusters de grandes
ordenadores.
Se trata de un programa no comercial, por lo que gran parte del tiempo y el esfuerzo se ha
dedicado, en primer lugar a conseguir compilarlo, y en segundo lugar, a manejarlo correctamente
para ejecutarlo y extraer informacio´n posteriormente.
La compilacio´n no fue una tarea sencilla. Primero fue necesario familiarizarse con el uso de
la terminal de un sistema operativo de la distribucio´n de Linux como es Ubuntu. Para compilar
y ejecutar el programa es necesaria una gran cantidad de librer´ıas, cada una de las cuales tuvo
que ser instalada. Destacamos, entre estos programas y librer´ıas, gcc (compilador de C), cmake
(herramienta multiplataforma de generacio´n y automatizacio´n de co´digo disen˜ada para cons-
truir, probar y empaquetar software controlando procesos de compilacio´n de ficheros), python
(lenguaje de programacio´n, con un editor como jupyter notebook para hacer programas), hdf5
(disen˜ados para almacenar y organizar grandes cantidades de datos), fftw3 (tambien conocido
como fastest Fourier transform in the West, es una librer´ıa para calcular transformadas de Fou-
rier discretas), gsl (librer´ıa cient´ıfica para C y C++) y Open MPI (define sintaxis y sema´ntica
de una biblioteca de paso de mensajes para ser usada en programas que exploten la existencia
de mu´ltiples procesadores, como es el caso de los clusters de grandes ordenadores).
Tras esto, siguiendo unas meto´dicas instrucciones se compilo´, generando el programa, los
scripts y la librer´ıa de python espec´ıfica pyaxions. Este proceso, as´ı como durante su posterior
ejecucio´n, no estuvieron exentos de problemas, pero fueron superados y no merece la pena
extenderse ma´s con ellos.
Una vez con todas estas herramientas y el programa a mi disposicio´n, fue necesario des-
cubrir co´mo controlarlo. Para ello fueron de gran utilidad unas notas que me proporciono´
J.Redondo, uno de los notables desarrolladores y usuarios del co´digo, as´ı como algunos de sus
4Es pu´blico y se puede encontrar en https://github.com/veintemillas/jaxions
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recientes trabajos de investigacio´n donde explica su funcionamiento y algunas sutilezas f´ısicas
como [Vaquero et al., 2019], siendo tambie´n muy u´til para familiarizarse con la notacio´n.
En este trabajo no se han explotado todas las posibilidades del programa ni mucho menos.
Ba´sicamente se ha utilizado, como es natural, la evolucio´n del campo del axio´n, algu´n visualizador
de los defectos en la red y la evolucio´n de la densidad de cuerdas y su energ´ıa con el tiempo
conforme.
Para ejecutar una simulacio´n se introducen los valores de los para´metros que interesan en el
fichero vax-ex.sh. Los para´metros en los que se han centrado las simulaciones son N (nu´mero de
puntos en cada eje de la red), msa (relacionado con la masa del saxion y por tanto con el radio del
nu´cleo de la cuerda), L (controla el taman˜o f´ısico del sistema), n (exponente de la susceptibilidad
topolo´gica de potencial QCD), i3 (factor multiplicativo de masa del axio´n m
2
a = i3τ
n, con τ el
tiempo conforme en unidades ADM) y τc (timpo cuando masa del axio´n satura).
Las simulaciones devuelve unos ficheros. Para extraer informacio´n de ellos es necesario hacer
un programa en python utilizando funciones espec´ıficas dedicadas a la gestio´n de esta informa-
cio´n, disponibles en la librer´ıa pyaxions.
La simulacio´n se ha utilizado como complemento para comprobar los conceptos teo´ricos que
se han manejado. Para familiarizarse con su uso, una de las primeras cosas que se comprobaron
fue, para NDW = 1, co´mo depend´ıa la aniquilacio´n de las cuerdas de la masa del axio´n, variando
para´metros como i3 o n. Por ejemplo, se comprobo´ que el momento en el que la densidad de
cuerdas ca´ıa (como en el caso de la figura 1) se desplazaba hacia la izquierda si se aumentaba i3
y se marchaba a infinito conforme i3 → 0. Esto se debe a que cuanto mayor es i3 los efectos del
potencial QCD se hacen notar antes, se forman antes las paredes de dominio y su tensio´n hace
que colapsen las cuerdas en menor tiempo. Una de las mayores dificultades que se superaron fue
la aparicio´n de un pico asociado a la violacio´n de la condicio´n de Moore.
Para ma´s informacio´n, es muy recomendable la lectura del ape´ndice C, donde se detallan
cuestiones algo ma´s te´cnicas y se definen las unidades ADM.
5.2. Formacio´n, e´poca de amortiguamiento y scaling de cuerdas co´smicas
La formacio´n de defectos topolo´gicos en las transiciones de fase que tienen lugar en el Universo
temprano es inevitable de acuerdo con el mecanismo de Kibble ([Kibble, 1976] y [Kibble, 1980]),
que se basa en que la distancia de correlacio´n del campo del axio´n no puede ser mayor que la
distancia del horizonte, por lo que en cada horizonte la eleccio´n de estado de vac´ıo degenerado es
independiente de los dema´s. Para ma´s informacio´n, se puede consultar el ape´ndice B. Cuando la
simetr´ıa de Peccei-Quinn global U(1) se rompe dejando indeterminado el argumento del campo
complejo de Peccei-Quinn, que no es otra cosa que el campo del axio´n, se generan los defectos
topolo´gicos de tipo vo´rtice a los que denominamos cuerdas. Estas cuerdas siguen la dina´mica
expuesta en la seccio´n 3.2, pero detallemos algunos aspectos de su evolucio´n que han pasado por
alto.
Hay un enorme intervalo de temperatura entre la transicio´n PQ y la transicio´n QCD, durante
la cual la red de cuerdas evoluciona de maneras complicadas. Sin embargo, algunas caracter´ısticas
generales pueden ser abordadas con la termodina´mica como aliada. Se sabe que la densidad de
energ´ıa evouciona a un re´gimen de escala en la que la densidad de energ´ıa de la cuerda
T = K +G+ V ∝ R−4 , (41)
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donde K, G y V hacen referencia a las contribuciones a la energ´ıa total del te´rmino cine´tico, el
gradiente y la energ´ıa potencial, respectivamente. Cuando se habla de re´gimen de escala se quiere
decir que la densidad de energ´ıa de las cuerdas escala de la misma manera que la radiacio´n, como
se vio en la ecuacio´n (23).
Para conseguir este re´gimen de escala es necesario que las cuerdas grandes se vayan frag-
mentando en loops, que ma´s tarde se desintegran sin causar problemas cosmolo´gicos graves. La
energ´ıa que se almacena en el gradiente de θ es liberada cuando la longitud de los loops decrecen
y colapsan.
Las cuerdas co´smicas, al ser propiamente el campo del axio´n, se desintegran con una eficiencia
alta debido a su movimiento y oscilaciones. En t1, que se define como el tiempo en el que
H(T1) = ma(T1) a partir del cual la masa del axio´n supera la friccio´n de la expansio´n y comineza
a desplazarse al mı´nimo del potencial QCD, casi todos los axiones son relativistas (solo los
axiones del espectro con menor nu´mero de onda k han adquirido masa) y contribuyen con
ma a la densidad de energ´ıa en el presente, por lo que es importante evaluar el nu´mero de
axiones que resultan de estos proceso. Se hace necesario entonces un riguroso estudio nume´rico
de las redes de defectos topolo´gicos y sus consecuencias, destacando por ejemplo estudios como
[Hiramatsu et al., 2013], [Klaer and Moore, 2017] o [Gorghetto et al., 2018].
Cuando se forman las cuerdas quedan atascadas por el plasma mientras son estiradas por
la expansio´n del Universo. Manteniendo la suposicio´n de que la expansio´n del Universo esta´
dominada por la densidad de energ´ıa de radiacio´n en esta etapa, R ∝ √t, por lo que la densidad
de cuerdas no tarda en ser mayor que una por horizonte. Otro efecto de la expansio´n es que
diluye el plasma, llegando un momento, a una temperatura T∗, en el que las cuerdas se liberan.
Para T < T∗ = 2·107GeV(fa/1012GeV)2 [Sikivie, 2008] se tiene una red de cuerdas a velocidades
relativistas.
En este escenario se puede calcular el nu´mero de axiones radiados a partir de un sistema de
ecuaciones en las que se tiene en cuenta los cambies en la densidad de energ´ıa de la cuerda que
causa esta emisio´n de axiones [Sikivie, 2008].
5.3. Formacio´n de paredes de dominio
A partir de t1 el campo del axio´n comienza a responder al potencial de QCD debido a que
los efectos no perturbativos de los instantones empiezan a ser relevantes. A esto lo acompan˜a
una ruptura de la simetr´ıa discreta ZNDW , con ZNDW el subgrupo de UPQ(1) que no se rompe
por los efectos no perturbativos de QCD. Esta ruptura se manifiesta en la aparicio´n de NDW
vac´ıos degenerados y una red de paredes de dominio, tal y como se introdujo en la seccio´n 3.1.1
para el caso part´ıcular Z2.
En ese momento el te´rmino asociado al potencial de QCD es capaz de hacer frente a la
friccio´n de la expansio´n y se desplaza al mı´nimo. Entonces, por definicio´n, este tiempo τ1 es tal
que H(τ1) ∼ ma(τ1). La masa del axio´n en el programa se controla a trave´s de dos para´metros,
i3 y n, siendo n el exponente de la dependencia te´rmica de la susceptibilidad topolo´gica del
potencial de QCD, segu´n la relacio´n m2a = i3τ
n. En un Universo dominado por radiacio´n H =
1/(2t) = H1τ








Ahora bien, en el estudio que vamos a realizar con i3 solo controlaremos si el axio´n adquiere
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masa (i3 = 1) o si el axio´n es de masa nula y el te´rmino del potencial QCD esta´ apagado (i3 = 0).
En el caso i3 = 1, en estas convenientes unidades, τ1 = 1.
En ese momento, cada cuerda se convierte en el l´ımite de NDW paredes de dominio y el
proceso de radiacio´n de axiones tal y como lo hemos expuesto hasta ahora cambia. La formacio´n
de las paredes de domino no dificultan la llegada al re´gimen de escala [Ryden et al., 1990].
Recordemos, si las paredes de dominio son no-relativistas, aproximadamente R ∝ t2, que es
un expansio´n muy ra´pida. Uno podr´ıa estar tentado a atribuir la expansio´n acelerada del Uni-
verso a los efectos de las paredes de dominio, pero ya vimos que tambie´n tendr´ıan consecuencias
desastrosas en la homogeneidad del Universo que exceder´ıan las medidas de anisotrop´ıa de CMB.
As´ı pues, las paredes de dominio suponen un grave problema para la cosmolog´ıa, pero existen
tres propuestas tentativas que buscan una solucio´n en el contexto de la materia oscura axio´nica
[Sikivie, 2008] que se exponen a continuacio´n:
i) Campo del axio´n homogeneizado por la inflacio´n:
En este caso el Universo pasa por una e´poca de inflacio´n despue´s de la transicio´n de fase
PQ. Esto homogeniza el campo, aumentando dra´sticamente su longitud de correlacio´n y
eliminando la variabilidad aleatoria de la fase en zonas conectadas causalmente, lo que
supone dispersar los defectos topolo´gicos fuera de nuestro Universo local.
ii) Imponer NDW = 1:
Siempre que se ha discutido acerca de las paredes de dominio eran necesarios un conjunto
discreto de vac´ıos degenerados. Sin embargo, los muros de dominio tambie´n aparecen
cuando hay un u´nico vac´ıo, con la diferencia de que son inestables. En este caso ambos
lados del muro esta´n en el mismo vac´ıo, pero el campo que los interpola da una vuelta
alrededor del fondo del sombrero mejicano. No es evidente que este escenario cosmolo´gico
este´ libre de dificultades, pues al fin y al cabo siguen estando presentes.
En T1 cada cuerda de la red queda anclada por una pared de dominio. Las simulaciones
muestran que no hay paredes extensas a las que no corta ninguna cuerda, ya que una pared
extensa tiene una probabilidad alta de ser cortada por una cuerda cada vez que atraviesa
un horizonte, donde como mı´nimo habra´ una.
Los muros son transparentes a las part´ıculas termalizadas de la sopa primordial, cuyos
momentos son del orden de unos pocos GeV, pero tienen un alto coeficiente de reflexio´n
para los axiones no reltivistas que fueron producidos por realineamiento, desintegracio´n o
exclusio´n del equilibrio te´rmico. En tal caso el rozamiento es considerable, pero cesa una
vez estas part´ıculas son diluidas por la expansio´n.
iii) An˜adir un pequen˜o te´rmino de ruptura de la simetr´ıa PQ:
Consiste en postular la existencia de un pequen˜o te´rmino que rompe expl´ıcitamente la
simetr´ıa ZN , y por tanto, la simetr´ıa PQ. Este te´rmino debe romper la degeneracio´n de
vac´ıos, por ejemplo, elevando todos y dejando uno como mı´nimo absoluto. Adema´s, hay
que encontrar un compromiso entre que sea lo suficientemente grande como para que
el verdadero vac´ıo se imponga antes de que los muros hayan dominado el Universo y
lo suficientemente pequen˜o como para que el mecanismo PQ siga funcionando sin ma´s
problemas. Esto deja muy poca libertad para los para´metros, pero no esta´ descartado. Se
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han propuesto te´rminos de bias para conseguir esto, cuya interpretacio´n se fundamenta en
efectos de gravedad cua´ntica [Rai and Senjanovic´, 1994].
5.4. Destino de la red de cuerdas y paredes de dominio
La densidad de nerg´ıa superficial de estas paredes depende de la masa del axio´n σwall ≈
8ma(t)f
2
a , y por tanto depende del tiempo. Habra´ un momento en el que la energ´ıa de las
paredes de domino iguale la de las cuerdas y la supere. A este momento se le denomina τ2. A
partir de entonces la evolucio´n del sistema quedara´ dominada por las tensio´n que ejercen las
paredes de dominio sobre las cuerdas.
El tiempo τ2 se puede estimar como el momento en que la energ´ıa en los muros y en las
cuerdas se hace comparable, lo que se puede escribir como Es(τ2) = EDW (τ2), siendo estas
energ´ıas las energ´ıas en el volumen del horizonte, o equivalentemente como 8ma(τ2)f
2
a t2 = µs.






























En esta deduccio´n se ha asumido scaling de muros, por lo que su a´rea es H−2 ∝ t2, es decir,
que en cada horizonte hay un muro de taman˜o del horizonte.
En realidad el para´metro κ depende del tiempo a trave´s de H, pero su efecto no es muy
notable y se puede resolver τ2 por recursividad con una convergencia ra´pida. Veamos co´mo se

















Aprovecho este momento para comentar un detalle te´cnico de los ca´lculos nume´ricos de la simu-
lacio´n. En esta deduccio´n se ha utilizado el truco de Press-Ryden-Spergel, por el que ms ∝ 1/τ
para que la anchura del nu´cleo de las cuerdas (∝ m−1s ) se adapte a la expansio´n del Universo.
Este detalle te´cnico y alguno ma´s sobre la simulacio´n se puede consultar en el ape´ndice (C),
cuya lectura es recomendada para aclarar algunos conceptos.
Ahora bien, tal y como se ha discutido antes, el caso NDW = 1 es especial, ya que aunque
no haya ma´s de un mı´nimo degenerado, aparecen barreras de dominio inestables. El destino de
las cuerdas y las paredes de dominio es radicalmente distinto si NDW = 1 o si NDW > 1. En el
caso de NDW = 1 las cuerdas, debido a la tensio´n de los muros, se aniquilira´n, desapareciendo
en tiempos inferiores a ∼ 2τ2 tal y como se muestra en la figura (1).
En cambio, si NDW > 1 el dominio de la tensio´n de las barreras de dominio no causa
la destruccio´n de las redes de cuerdas, ya que si no distinguen entre vac´ıos equivalentes solo
pueden destruir las cuerdas de longitud menor que el horizonte (cada uno tiene un vac´ıo distinto),
establecie´ndose de nuevo un re´gimen de escala, de forma que en 2τ2 seguira´ habiendo cuerdas,
e incluso en infinito.
En tal caso, en un escenario cosmolo´gico en el que la inflacio´n no diluye los defectos to-
polo´gicos, se hace necesario una forma alternativa de eliminar los muros de dominio. Tal y como
se ha mencionado anteriormente una manera es introducir un te´rmino de bias que rompa la
degeneracio´n de los vac´ıo, favoreciendo uno sobre los dema´s, que se convertira´n en falsos vac´ıos.
La introduccio´n del te´rmino de bias hace que el sistema se tome un tiempo hasta que acaba
en el verdadero mı´nimo. Obtengamos una estimacio´n de este tiempo, τ3, que sera´ cuando la
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Figura 1: Dos simulaciones para NDW = 1 con N = 256 y L = 6. A la izquierda se han
utilizado los para´metros (msa = 0,75 ; n = 4,0 ; i3 = 0), aprecia´ndose el scaling debido
a que no se forman paredes de dominio (te´rmino QCD desactivado). Las l´ıneas discont´ınuas
indican el error estad´ıstico al promediar varias simulaciones. A la derecha se han utilizado
(msa = 1,5 ; n = 1,5 ; i3 = 2) para evitar el pico de Moore (se comentara´ a continuacio´n) y,
efectivamente, se interrumpe el scaling cuando se aniquilan las cuerdas alrededor de τ2.
presio´n que ejerce la diferencia energe´tica que introduce el bias es comparable a la presio´n de
los muros de dominio, lo que es aproximadamente equivalente a que las energ´ıas en el volumen
de un horizonte del falso vac´ıo y de los muros se hagan comparables.
Eb(τ3) = EDW (τ3)⇒ B0t33/2 = 8ma(τ3)f2a t23 , (45)




a b0 es una parametrizacio´n co´moda, con b0 un para´metro de control del
bias que se introduce al programa. Se puede ver ∆V como la elevacio´n de los falsos vac´ıos sobre
el absoluto. Se ha vuelto a asumir que las paredes de dominio alcanzan un scaling, por lo que en
cada horizonte hay una pared del taman˜o de ese horizonte H−1 ∝ t, as´ı que el a´rea escala con
t2. Ana´logamente, el volumen del vac´ıo, siguiendo el mismo razonamiento, escala con ∼ t3 y la















Cabe mencionar que el factor que divide a b0 se ha introducido de forma un poco arbitraria.
En realidad esto es un poco ma´s sut´ıl que lo que se ha expuesto. La masa del axio´n satura a









∝ τn/2t−1 = τ n−42 =
{












se encuentran las soluciones de τ3. Tal y como se muestra
en la gra´fica (5.4) hay varias posibilidades.
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Figura 2: Gra´fica para justificar cualitatia-
mente el nu´mero de soluciones de τ3. Las
curvas rojo-negro, azul-negro y amarillo-
negro reproducen el te´rmino de masa del
axio´n ∝ τn/2 (amarillo n = 8, azul n = 4,
rojo n = 2). Las l´ıneas discont´ınuas corres-
ponden a no considerar saturacio´n de masa
(negro). Las rectas verdes corresponden a
te´rmino de bias ∝ τ2, por lo que tienen pen-
diente 2 y la altura a la que se encuentran
depende de b0.
Se ve que existe una competicio´n entre ma y vac´ıo ∝ τ2. Se pueden distinguir distintos
reg´ımenes de evolucio´n posibles dependiendo de que´ energ´ıa domine. Si n > 4 con dos soluciones,
empieza dominando la presio´n asociada al te´rmino de bias, se pasa a una etapa de dominacio´n
de presio´n del muro entre los dos cortes, y a partir del segundo corte vuelve a dominar el te´rmino
de bias. Es necesario controlar τc, teniendo en cuenta la saturacio´n de la masa del axio´n. Si n > 4
sin cortes, el dominio de la presio´n del bias es permanente, lo cual no ocurrir´ıa si no saturase la
masa (la recta verde cortar´ıa a alguna discint´ınua de color en algu´n punto). Por u´ltimo, si n < 4
solo hay un corte y se intercambia la dominacio´n de energ´ıa, acabando dominando siempre el
te´rmino de bias. No´tese por ejemplo que para n = 4 podr´ıa no existir solucio´n si no fuese por
la saturacio´n de la masa, ya que ser´ıan rectas paralelas. Nosotros vamos a centrar la regio´n de
estudio en un lugar donde nuestra estimacio´n de τ3 sea va´lida y no haya que considerar τc, por
lo que n < 4. En ese caso τ3 < τc.
Veamos co´mo se comporta el sistema a trave´s de los resultados de las simulaciones que se
muestran en la imagen (3). Se puede observar que al principio todas las l´ıneas siguen la misma
evolucio´n hacia el re´gimen de escala, que es frustrado cuando el te´rmino de energ´ıa del bias
supera el dominio energe´tico de las paredes de dominio en τ3 (recordemos que estamos en n < 4
con un corte antes de τc). A partir de entonces el campo se va al mı´nimo verdadero y los defectos
topolo´gicos desaparecen. Cuanto mayor es b0 ma´s se favorece la evolucio´n al verdadero mı´nimo,
por lo que se aniquilan antes.







Esto pone un l´ımite a la validez de los resultados de las simulaciones a partir del tiempo τM .
Cuando esta condicio´n no se satisface el campo escalar que queda atrapado topolo´gicamente en
un muro de dominio θ = pi puede pasar a θ = 0 sin pasar por ±pi/2, saltando a trave´s del fondo
del sombrero mejicano. Como se puede ver en (5.4), en esta situacio´n la creacio´n de cuerdas a
expensas de la energ´ıa de la pared se hace favorable energe´ticamente. Este escenario, aunque sea
un mecanismo va´lido fisicamente, no reproduce ni siquiera cualitativamente el l´ımite fa >>> H1
que es interesante para el caso del axion y debe de ser evitado. Estimemos el tiempo de Moore




















Figura 3: Representacio´n gra´fica de densidad de cuerdas ξ frente a tiempo para NDW = 2.
A la izquierda el caso particular sin bias b0 = 0 para una simulacio´n (N = 256 ; msa =
1,5 ; L = 6 ; i3 = 0,8 ; n = 1,4;), donde se puede apreciar de que se alcanza re´gimen de scaling
aun por encima de τ2 si los vac´ıos son ide´nticos. A la derecha los resultados de simulaciones
(N = 1024 ; msa = 1,5 ; L = 6 ; i3 = 1 ; n = 2) para distintos valores de b0. Eje x es τ en
escala logr´ıtmica y el eje y es ξ. La leyenda de las curvas es multi/simuXX, donde XX no es otra
cosa que 10b0
Figura 4: Simulacio´n con para´metros (N =
256 ; L = 6 ; msa = 1,2 ; n = 4 ; i3 =
1,0). Se aprecia el pico de Moore, que co-
rresponde a un aumento en densidad de
cuerdas y su posterior aniquilacio´n, cuan-
do se viola la condicio´n de Moore, en este
caso τ > τM = 2,0. Parece que encaja bien
con la descripcio´n anal´ıtica.
La eleccio´n de para´metros en la simulacio´n deba ser tal que τ1 < τ2 < τ3 << τM , espaciados
de una forma razonable para poder estudiar la dina´mica que nos interesa.
5.5. Breves conclusiones
En general, el estudio de estas escalas de tiempo ya ha sido estudiado en investigaciones como
[Hiramatsu et al., 2013], por ejemplo, mostrando cierta fidelidad con las simulaciones nume´ricas.
Se podr´ıa profundizar comparando los tiempos de desaparicio´n de las cuerdas τ3 en funcio´n de
el te´rmino de bias para discutir la validez de su expresio´n anal´ıtica, que es quiza´ donde hay ma´s
terreno sin explorar, constituyendo una solucio´n va´lida al problema de las paredes de dominio.
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Ape´ndices
A. Aproximacio´n de gas ideal




T 3 , (50)
mientras que en el caso de que sean fermiones hay que an˜adir un factor 3/4 extra. Esto nos ayuda
a justificar la aproximacio´n de gas ideal comparando el camino libre medio con la longitud de
onda te´rmica. En una esfera de radio 1/T habra´ por lo menos una part´ıcula de cada especie.








≈ 1/50 , (51)
donde α se ha estimado a partir de ca´lculos de grupo de renormalizacio´n de la masa de gran
unificacio´n que muestran que las tres constantes de acoplo de SU(3), SU(2) y U(1) coinciden
en este valor [Buras et al., 1978].




∼ 1Nα2T . (52)
Como Nα2 ≈ 1/15, λ es grande comparado con la longitud de onda te´rmica, justificando as´ı
la aproximacio´n de gas ideal. Esto es una estimacio´n poco rigurosa pero intuitiva que se pierde
cuando T ∼ 1GeV y en la realidad las no idealidades del gas quedan recogidas en el para´mentro
g∗.
B. Mecanismo de Kibble
Una transicio´n de fase cosmolo´gica asociada a la ruptura esponta´nea de una simetr´ıa puede
dar lugar a una red estoca´stica de defectos topolo´gicos. Cuando la temperatura es inferior a la
temperatura cr´ıtica a la que se produce dicha transicio´n (Tc), el campo del axio´n adquiere un
valor esperado 〈φ〉 correspondiente a un punto de la variedad M de los mı´nimos de potencial
efectivo. Como todos los puntos son equivalentes, la eleccio´n esta´ determinada por las fluctuacio-
nes aleatorias, pudiendo cambiar en distintos puntos del espacio. Valores de 〈φ〉 en dos regiones
sera´n independientes si se encuentran a una distancia mayor que la distancia de correlacio´n del
campo, ξ. En el caso concreto de una transicio´n de segundo orden en un modelo U(1) como
el del axio´n con un potencial de tipo sombrero mejicano, cuando T < Tc, φ pasa a tener un
valor esperado de vac´ıo no nulo 〈φ〉2 = η2(1 − T 2/T 2c ). Pero esto u´nicamente fija la magnitud
del campo, no su direccio´n. Esta es una situacio´n ana´loga a un material ferromagne´tico iso´tro-
po cuando se enfr´ıa por debajo de su temperatura de Curie: debe adquirir una magnetizacio´n
no nula, pero su direccio´n es aleatoria, determinada en la pra´ctica por la presencia de campos
magne´ticos externos de´biles o las fluctuaciones te´rmicas. De la misma manera el Universo debe
elegir una direccio´n del campo 〈φ〉, es decir, un punto de la variedad M de vac´ıos equivalentes.
Los defectos topolo´gicos tales como las cuerdas, las paredes de dominio y los monopolos son
topolo´gicamente estables, pero no son configuraciones de mı´nima energ´ıa. A pesar de esto, su
formacio´n en las transiciones de fase cosmolo´gicas son inevitables. Este hecho se explica por
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medio del mecanismo de Kibble. Dicho mecanismo se basa en que durante una transicio´n de
fase topolo´gica cualquier longitud de correlacio´n esta´ limitada por el horizonte de la part´ıcula,







La distancia de correlacio´n del campo del axio´n esta´ relacionada con la masa (dependiente
de la temperatura):
ξ ∼ m−1a (T )
La finitud de esta longitud de correlacio´n en cosmolog´ıa esta´ndar implica que en el momento
de la transicio´n (t = tc, T = Tc), el campo del axio´n estaba descorrelacionado a distancias
mayores que ξ, con una cota superior en el horizonte en aquel instante: ξ ≤ dH ∼ H−1 ∼
mP /T
2. No hay que perder de vista que la formacio´n de defectos topolo´gicos es un feno´meno
de no-equilibrio, por lo que la densidad de defectos en equilibrio es exponencialmente suprimido
cuando T < Tc. Sin embargo, pueden sobrevivir porque el campo φ no tiene tiempo suficiente
para acomodarse al equilibrio a escalas mayores que ξ(t). Como consecuencia, 〈φ〉 tiende a la
homogeneidad para minimizar la energ´ıa del campo a excepcio´n de singularidades que quedan
atrapadas.
La cota ma´xima que impone dH no quiere decir que ξ este´ muy cerca de este valor. De hecho,
la longitud de correlacio´n del campo puede ser mucho ma´s pequen˜a. Existe cierta ambigu¨edad
en cua´ndo se puede considerar que un defecto se ha formado. Esto se debe a que a temperaturas
cercanas a Tc las fluctuaciones del campo φ que lo llevan de un mı´nimo a otro equivalente
superando la barrera de potencial no son algo imposible y hace que la configuracio´n no pare de
cambiar, haciendo y deshaciendo algunas de estas singularidades. La temperatura a partir de la
cual la configuracio´n estoca´stica que resulta de una transicio´n de fase cosmolo´gica de segundo
orden se congela se denomina temperatura de Ginzburg, TG.
Esta temperatura de congelacio´n es tal que la energ´ıa de necesaria para empujar el campo
del axio´n φ en un volumen limitado por una esfera de radio ξ es del orden de la energ´ıa te´rmica:
ξ3∆f ∼ T ,
donde ∆f es la diferencia de energ´ıa libre entre los dos estados.
A continuacio´n, nos podemos detener brevemente a comentar con mayor atencio´n la inter-
pretacio´n de la temperatura de Ginzburg. Hasta ahora hemos tomado como potencial efectivo
del potencial el primer loop. Esto es una buena aproximacio´n mientras φ se trate como un
campo cla´sico homoge´neo con fluctuaciones gaussianas pequen˜as. Sin embargo, cerca de Tc as
fluctuaciones en el campo son grandes, siendo necesaria unas correcciones al potencial efectvo de
mayo orden. Este problema se manifiesta como una divergencia infrarroja de los diagramas de
ordenes altos. La contribucio´n dominante a orden n > 3 se puede demostrar que es proporcional
a [λT/m(T )]n−3 cuando T → Tc. La temperatura de Ginzburg marca cua´ndo la aproximacio´n
del primer loop del potencial efectivo es fiable, es decir:
m(TG) ∼ λTG
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Por tanto, de alguna manera esta´ asociada a la temperatura para las que las fluctuaciones
te´rmicas de φ en la escala de distancias de ξ ∼ m−1(T ) es comparable al valor de |φ| en el
equilibrio. Veamos esto:
ξ3m2(T )|φδφ| ∼ T ⇒
∣∣∣∣ δφφ(T )
∣∣∣∣ ∼ λT|m(T )| , (54)
donde |φ(T )| es el valor del campo que minimiza el potencial efectivo dependiente de la tempe-
ratura cuando T < Tc en una transicio´n de sugundo orden como la que estamos suponiendo.
Una descripcio´n de la transicio´n de fase cuando |T−Tc| . λTc requiere nueva f´ısica de teor´ıas
modernas de feno´menos cr´ıticos.
C. Simulaciones del campo del axio´n
Esta seccio´n esta´ dedicada a un breve comentario de las simulaciones del campo del axio´n
utilizadas para obtener los resultados de esta memoria y que se utiliza a diario en investiga-
ciones de alto nivel. Para entender con mayor profundidad algunas sutilezas y detalles te´cnicos
referenciare´ un trabajo de los autores del co´digo como [Vaquero et al., 2019], art´ıculo en el que
se basa toda esta introduccio´n.
La evolucio´n del campo del axio´n en el Universo temprano es descrito por la ecuacio´n de
Klein-Gordon en un me´trica FLRW




∂θVQCD(T, θ) = 0 , (55)
donde T es la temperatura del Universo, R(t) es el factor de escala y H = R˙/R la expansio´n
de Hubble-Lemaˆıtre. En la aproximacio´n de gas de instantones diluidos el potencial QCD se
escribe VQCD ≈ χ(T )(1− cos θ). La susceptibilidad topolo´gica esta´ relacionada con la masa del
axio´n por m2af
2
a = χ. La susceptibilidad topolo´gica ha sido calculada con QCD en el ret´ıculo
[Borsa´nyi et al., 2016]. La masa del axio´n aumenta muy abruptamente mientras el Universo se
enfr´ıa y satura en un valor χ(0) = (75, 5MeV)4 por debajo de Tc. Entonces, la masa del axio´n a
temperatura cero es










Al principio el potencial del axio´n es irrelevante, por lo que sigue una simple ecuacio´n de
onda relativista. Ahora bien, cuando el la contribucio´n del potencial comineza a ser relevante se
desplezara´ hacia el mı´nimo, donde comenzara´ a oscilar. Este es el momento en el que se satisface
H(T1) = ma(T1) ≡ H1.










con mP la masa de Planck y g∗(T ) el nu´mero efectivo de grados de libertad relativistas del
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plasma. A partir de los resultados de [Borsa´nyi et al., 2016] se obtiene:


























Estos valores nos permitira´n reescalar las magnitudes de intere´s. Por las ventajas que proporcio-







ψ = τθ (59)
Las unidades as´ı definidas reciben el nombre de ADM, y son de gran utilidad para transformar
magnitudes en variables de orden uno que pueda manejar la simulacio´n combinando potencias
de L1 y H1. En estas unidades y variables la ecuacio´n del movimiento se reescribe como







ψ = 0 , (60)
donde los sub´ındices denotan derivada parcial respecto a esa variable. El te´rmino Rττ/R es
mucho menor que el resto y se desprecia, aunque sus efectos impl´ıcitos en g∗(T ) se tiene en
cuenta.
En la simulacio´n se asignara´n valores aleatorios al campo del axio´n en regiones causalmente
no conectadas para producir la red de cuerdas co´smicas. Se hace necesaria una completitud
ultravioleta del modelo de axio´n. Es comu´n utilizar un campo complejo φ = |φ|eiθ con la densidad












V (φ) = VPQ(|φ|) + VQCD(θ) = λφ
8






El potencial de QCD reproduce la dependencia del coseno cuando λφf
4
a >> χ y el modo radial
esta´ en |φ| = fa. Al modo radial se le da el nombre de saxion, tal y como se llama en el contexto
de la supersimetr´ıa, aunque aqu´ı no se utilizara´ ninguna caracter´ıstica derivada de SUSY. Mas
bien es el singlete que se introduce en los modelos de axiones de tipo KSVZ. La masa del saxion








y la ecuacio´n del movimiento queda
Φττ −∇2Φ + λ
2
Φ(|Φ|2 − τ2)− τn+3 = 0 , (64)
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Para´metros realistas como fa ∼ 1011 GeV y λφ . 1 requieren simulaciones con λ ∼ 1057,
lo cual es inasumible. Esto se debe a que el campo del saxion regulariza la divergencia del la
densidad de energ´ıa del gradiente del axio´n en el nu´cleo de las cuerdas a una distancia ∼ 1/ms,
mientras que se necesitan simular distancias mucho mayores del orden de ∼ 1/H. La memoria
de los ordenadores limitan la jerarqu´ıa de escala ms/H que se puede simular, siendo razonable
λ ∼ 107. La asuncio´n es que este para´metro apenas afecta a la f´ısica del axio´n y su distribucio´n
espacial, hecho que parece ser verdad afortunadamente [Vaquero et al., 2019].
Cabe destacar un problema que surge en las simulaciones y su solucio´n. Mientras el Universo
se expande los nu´cleos de las cuerdas se mantienen con una longitud radial constante ρ ∼ 1/ms.
Esto hace que hay un momento en el que la cuerda se cuela por las celdas de la red, que se
expande con el Universo. Para evitarlo, se hace uso del truco Press-Ryden-Spergel (PRS), que
consiste en ajustar la anchura de las cuerdas ancla´ndolas al grid, para que su anchura se expanda




con λPRS constante, de forma que ms ∝ 1/τ y el radio de la cuerda se mantiene constante en
coordenadas como´viles durante la expansio´n del Universo.
Por u´ltimo, me gustar´ıa comentar que´ me´todos de identificacio´n de defectos topolo´gicos se
siguen en esta clase de programas, pues al evolucionar el campo con la simulacio´n es necesario
sacar gran cantidad de informacio´n a partir de los datos. El me´todo general es tomar una
trayectoria en el espacio real y fijarse co´mo cambia la fase en el espacio del campo a lo largo de
ella.
Para detectar una cuerda se puede tomar una trayectoria cuadrada en el espacio real. Una
cuerda atraviesa ese cuadrado si ∆θ > pi en el espacio del campo. Para estimar el punto por el
que pasa se determinan las posiciones donde φ1 = 0 o φ2 = 0 efectuando una interpolacio´n lineal
del campo complejo φ = φ1 + iφ2. Si la cuerda penetra perfectamente el cuadrado habra´ dos
puntos con φ1 = 0 y otros dos con φ2 = 0. La cuerda estara´ centrada en el punto donde se cruzan
las rectas que conectan cada uno de estos dos puntos. Este me´todo supone un problema cuando
atraviesa ma´s de una cuerda el mismo cuadrado, pero son algo anecdo´tico en las simulaciones
(∼ 1 %) [Hiramatsu et al., 2013].
Identificar las paredes de dominio es algo ma´s sencillo. En primer lugar se separa la fase
del campo complejo 0 ≤ θ < 2pi en NDW dominios. A cada punto del espacio se le asigna un
nu´mero dependiendo de la regio´n de la fase donde se encuentre. Si hay un cambio entre dos
puntos cont´ıguos quiere decir que entre ellos hay un muro de dominio. Adema´s, donde se cruzan
varios muros de dominio hay cuerdas.
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Figura 5: Ejemplo gra´fico de identificacio´n de defectos topolo´gicos para visualizar la explicacio´n
anterior. Fuente:[Hiramatsu et al., 2013].
D. Deduccio´n de ecuaciones del movimiento a partir del La-
grangiano
Esta seccio´n se incluye u´nicamente como un ejercicio que consiste en tratar de reproducir las
ecuaciones del movimiento que introducen [Hiramatsu et al., 2013] en su programa, siguiendo
razonamientos de teor´ıa de campos que son de gran relevancia en toda la f´ısica.




∗∂µφ− V (φ) ; V (φ) = λ
4
(|φ|2 − η2)2 + m
2η2
N2DW
[1− cos (NDW θ)]









|φ|2 = φ∗φ = (φ1 + φ2i)(φ1 − φ2i) = φ21 + φ22
El objetivo es obtener las ecuaciones de evolucio´n del campo complejo φ minimizando la
accio´n definida por el lagrangiano particular de este sistema a trave´s de las ecuaciones de Euler-
Lagrange.












porque el otro no esta´ bien definido en φ = 0, siendo e´sta una alternativa para evitar la sin-
gularidad. Esta modificacio´n no es importante en la regio´n donde |φ| ∼ η y no se observa un
desv´ıo cuantitativo en comportamientos como la evolucio´n temporal del para´metro de escala de
los defectos topolo´gicos.
Se va a usar la me´trica de un universo espacialmente plano FRW:
ds2 = dt2 −R2(t)[dx2 + dy2 + dz2]
gµν = diag
(








; g = det(gµν) = −R6
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= −λφ1(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW



























































= −λφ2(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW
[sin (θ) cos (NDW θ)− cos (θ) sin (NDW θ)] ,
donde se ha utilizado la definicio´n de θ y que R no depende expl´ıcitamente de las componentes
del campo, sino que lo hace u´nicamente de las coordenadas, as´ı que se manifiesta u´nicamente
como un R3 que multiplica a las expresiones anteriores. ∂(R3φα) = R
3∂L/∂φα.
A continuacio´n vamos a manipular la parte del lagrangiano que identificamos como parte
cine´tica para que sea ma´s co´modo derivar despue´s:
∂µφ
∗∂µφ = ∂µ(φ1 − iφ2)∂µ(φ1 + iφ2) = ∂µ(φ1 − iφ2)gµα∂α(φ1 + iφ2) =




∂j(φ1 − iφ2)∂j(φ1 + iφ2) =




[∂jφ1∂jφ1 − ∂jφ2∂jφ2] ,
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donde se ha bajado ı´ndices a trave´s de la contraccio´n con la me´trica FLRW anteriormente
introducida.
Ahora, tengamos en cuenta que u´nicamente la parte cine´tica del lagrangiano depende de las












































= R3{−λφ1(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW












= −λφ1(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW
[cos (θ) cos (NDW θ) + sin (θ) sin (NDW θ)] .






= R3{−λφ2(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW












= −λφ2(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW
[sin (θ) cos (NDW θ)− cos (θ) sin (NDW θ)]
Se concluye entonces que las ecuaciones de la evolucio´n de este campo son:
φ¨1 + 3Hφ˙1 − 1
R2
∇2φ1 =
= −λφ1(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW
[cos (θ) cos (NDW θ) + sin (θ) sin (NDW θ)]
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φ¨2 + 3Hφ˙2 − 1
R2
∇2φ2 =
= −λφ2(φ21 + φ22 − 1) +
m2
N2DW
[sin (θ) cos (NDW θ)− cos (θ) sin (NDW θ)] ,
donde se ha utilizado la definicio´n del ritmo de expansio´n de Hubble-Lemaˆıtre H = R˙/R.
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